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MATHEMATIQUES
Corrigé

Partie I

1. Pour tout s € [—1,1] et tout k € N, on a |pps®| < p. La série Zpk converge, et sa somme vaut 1.
keN

Le théoréeme de comparaison des séries a termes positifs nous permet d’affirmer que la série E prs”

kEN
converge absolument.
2. (a) Par définition g(0) = po (0° =1)et g(1) = i pr = 1 (il s’agit d"une loi de probabilité ).
(b) Si X est une variable de Bernoulli, alors Vs kez?&, gx(s)=1—p+ ps.
() OnaY () =NetVE e N,p(Y =k) =e" ;\k D’ot, pour tout s € [—1,1], gy (s) = ie ’\)\k =

=0

67)\6)\8 — 6)\(3 1)_

3. Pour tout s € [—1,1]\ {0}, on a |vx| = |kpps™ ! < ipk|s|k et la série Z pr|s|” converge. Donc ka
5 keN® keN
converge absolument. La série Z vy, converge absolument pour s = 0.
kEN
k-2 1 k k
De méme, si s € [—1,1]\ {0} ona |wg| = k(k—1)pps” ™ < P ’2pk|3| et la série Z pi|s|” converge. Donc
keEN*

Z v, converge absolument. La série Z vy, converge absolument pour s = 0.
keN keN

4. Onag' ()= kpp=E(X)etg"(1)+ ¢ (1) = ¢'(1)* = V(X).

Pour la loi de Bernoulli, ona Gx(s) =1 —p+ps, Gx(s) = pet G (s) = 0. D'ou BE(X) = pet V(X) =
2 _

p—p =p(l—p).

k

5. Soitk e Nyona(Z =k)= U(X =1,Y =k — i) (réunion disjointe ). D’otx :
i=0
k
p(Z=k = > pX=iY=k—i

=0
k
= Zp(X =i)p(Y =k —1i) (X etY sontindépendantes )
i=0



Dong, pour s € [—1, 1], on obtient :

h(s) = Zp(Z:k)sk

- z(zp k>) k

k=0

= Zp(X S’Zp Y =k—i)s"
=0

= S X = i) S Y =
=0 =0

= f(s) % g(s)

6. Pour n € N¥, on note Gz, la fonction génératrice de Z,,. Montrons que Gz, = ¢". En effet, d’apres ce qui
précede, la propriété est vraie pour n = 2. Supposons la vraie pour n. On a alors, pour tout s € [—1,1] :

G2,41(8) = Gz,4x,41(8) = Gz,(s) x g(s) = g"(s) x g(s) = g"(5)-

Et la propriété est vrai pour n + 1. La propriété est donc vraie pour tout n € N*.

Si X suit une loi binomiale de parametres n et p, alors X peut étre considérée comme somme de n
variable aléatoires X1, Xo, ..., X, de Bernoulli et indépendantes. D’ot1, d’apres ce qui précede, pour tout

s €R,
g(s) = f"(s) =1 —p+sp).
Partie II
1. (a) Par définition, Vs € [~1 Zp = k)s*. Donc |g(s) i = k)|s|F < ip(fl =k)=1.
k=0 k=0

Dot g(s) € [-1,1].
(b) X et & ont méme loi, donc méme fonction génératrice. D'ol1 g1 = g.
n

(c) Notons S, = Z&-. D’apres ce qui précede, la fonction génératrice de 5, est g". On remarque que
i=1
Xn
Xpy1 = Z & = Zfi = Sy, . Soit maintenant k£ € X,,11({2),ona:
i=1
p(Xni1=k) = Y p(Sx, =k X =)
JEXn ()
= Y p(Sx, = k/x,=5) P(Xn = j)
JEXR(R)
= > p(Sj=k)pX,=j)
JEXn(Q)



2.

D’ou

gnii(s) = D | D p(Sj=k)p(Xn=1)|s

JEXn(Q)
= gn(9(s))
— g(n+1) (S)

Donc on peut conclure par le principe de récurrence.
e Montrons par récurrence sur nN* que E(X,,) = m". La propriété est vraie pour n = 1 puisque E(X;) =
E(&1) = m. Supposons la propriété vraie a 'ordre n. On a :
E(Xu+1) = 9lny1y(1) = (g0 90) (1) = g'(9n(1)) x g,,(1) = E(X1) x E(X,) = m"*.

D’ot, Vn € N¥, E(X,,) = m".
eOnaV(X;) = ¢ Supposons V(X,,) = o?m" (1 +m + ... +m" ') pour n € N* et montrons la propriété
pour n + 1. En effet, on sait que V(X,,41) = gin 1 (1) + g1 (1) — (g,’Hl)Q. D’autre part, pour tout t €] —1,1],
Ins1(t) = g'(gn(t)) x g, (t) et
2
In1 () = 9" (gn(1)) ¥ (90(8))" + ¢'(gn () X (1)
D’oti:
V(Xni1) = gnpa(1) +0041(1) = (9042(1))
2

= ¢"(1) % (9p(1))" +¢'(1) x gn (1) + g541(1) = (9741(1))

_ (02 —m+ m2) m2n + m(V(Xn) —m" 4+ m2n) + mht — m2(n+1)

— (0,2 —m4+ m2) m2n +m (O,anfl(l Lm 4+ _i_mnfl) - m" +m2n) +mn+

*m™(1+m+ ... +m" !+ m").

2

2

1 n+1)

nflmn -1

eOnaV(X,)=o*m . Donc V(X,,) décroit lorsque n croit.

m—1
Partie II1

La série entiere Z prs” ayant un rayon de convergence supérieur oti égal a 1, on a Vs € [0,1], g/(s) =
keN

Z kprst et g"(s) = Z E(k — 1)pps®2
k=2

k=1 =
Comme 0 < py < 1 (par hypothese et comme les p; sont des probabilités), on a 'existence de ky > 0 tel que

Pk > 0.
Ainsi : Vs €]0,1],

[e.9]
g(s) = kpps"™' > kopr, st > 0
k=1
Dong, par la caractérisation par dérivée, g est strictement croissante sur |0, 1[.

De méme Vs €]0, 1],

q"(s) = Z k(k — 1)prps™2 > ko(ko — 1)pros™ 2 >0
k=2



Dong, par la caractérisation par dérivée, ¢’ est croissante sur |0, 1[.
Sipo+p1 = 1, alors (comme les py, sont des probabilités) g(s) = po+p1 s est affine donc n’est pas strictement
convexe.
Sinon, pg + p1 < 1, alors il existe ky > 1 tel que py, > 0 ( car les py sont des probabilités ) et g > 0 ( car
ko —1 > 0)sur |0, 1], d’ou1 la stricte monotonie de g sur |0, 1].
2. (a) Soit ¢(s) = g(s) —spours € [0,1[.Ona ¢'(s) = ¢'(s) —1 < ¢'(1) =1 = m — 1 < 0. Donc ¢ est
strictement décroissante sur [0, 1], donc ¢(s) > ¢(1) = 0. D’'ou Vs € [0,1], g(s) > s.
(b) Sim > 1,alors ¢'(1) = m —1 > 0et ¢'(0) = g(0) — 1 = py — 1 < 0. Donc, d’apres le théoréme des
valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [0, 1] tel que ¢(¢) = 0 ou encore g(q) = q.
(c) L'allure de courbe représentative de la restriction de g sur l'intervalle [0, 1] dans lesm < 1, m = 1 et

m > 1.
h 1 {--m=--mmmmmome ‘
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FIGURE2-Casm = 1l avec pg +p1 <
FIGURE 1 -Casm > 1. 1. FIGURE 3 -Casm < 1.

3. Comme X,, = 0 implique X,,+1 = 0, alors la suite des événements (X,, = 0),en+ est croissante et comme
{Irr>11X,=0}= | (X, =0),alors
neN*

lim p(Xn_O)_p<U (Xn_0)> :]D({ET,T‘Zl‘XT:O}).

n—o0
neN*

Mais on a aussi

U=0=U [Ux=0

neN* neN* \ p=1

n n
"ot 1 = = = e 1 e e 1 < < fr .
D’ou nh_)rgop(Xn 0)=p ng* pszl(Xp 0) JLH(}OI)L:Jl(Xp 0) nh_}rgop{ Ir1<r<n|X,=0}

oo
4. Par définition g,,(0) = > p(Xy, = 0)s° = p(X,, = 0).
n=0

5. (a) L'événement X,, = 0 entraine I'événement X,,;; = 0, donc u,, < wu,41. La suite (z,,) est croissante,
majorée par 1 ( ce sont des probabilités ), donc converge. Or un41 = gx,,.,(0) = ¢"T(0) = g(¢"(0)) =
9(un).

Lorsque n tend vers 400, (uy,) tend vers g 'unique point fixe de g. (u,,) tend aussi vers ¢. La fonction
g étant continue en p, (g(u,)) tend vers g(q). Or up+1 = g(uy,), donc par unicité de la limite ¢ = g(q).
(b) Siz €]q,1], alors u; = g1(x) = g(x) < z puis par récurrence on montre que la suite (u,),, est décrois-
sante. Comme précédemment u,, tend vers l"'unique point fixe q.
(c) Siz = goux =1, alors la suite u,, est constante.
En conclusion, sim < 1, alors 7 = 1. Si m > 1, alors 7 est I'unique point fixe de g sur |0, 1[.

6. (a) Onsait que g(s) = e~V pour tout s € [—1, 1]. Lorsque n tend vers +oc, la suite (u, 11 )ncx tend vers g,

(un)nen tend aussi vers ¢. La fonction g étant continue en g, (g(uy,))nen tend vers g(q). Or up41 = g(gn),



donc par unicité de la limite ¢ = f(¢). Donc, d’apres ce qui précede , limite d’extinction est 'unique
point fixe de g.
= g(m).
(b) Onam = ¢'(1) = A\. Donc deux cas sont possibles :
o )\ < 1.
Posons, pour tout s € [0,1], ¢(s) = g(s)—s. Vs € [0,1], p(s) = g(s)—s = 57V —5, ¢/ (5) = A D —1,
Vs € [0,1, s — 1 < 0donc e} < 1, donc Ae**™D < A < 1ety < 0sur[0,1].

S 0 1
¢©'(s) -
67)‘
P 0

¢ est strictement décroissante de [0, 1] sur [0, e *]. Le seul zéro de ¢ est 1. Or les zéros de ¢ sont les
point fixes de g, donc nécessairement © = 1. La probabilité d’extinction est donc 1.

o> 1.

Vs € [0,1], p(s) = g(s) —s = 7D — 5, (1) = AN — T et ¢ (s) = A1 > 0. ¢ est continue,
strictement croissante sur [0,1] dans J = [Ae™* — 1, — 1] donc réalise une bijection entre ces deux
intervalles.

OnsaitqueIn X < A1, donc A < etet e ™ —1 < 0.

Comme A — 1 > 0, 0 est élément de J. 1l existe donc un unique S €]0,1] tel que ¢'(3) = 0. ¢ est
négative sur [0, §] et positive sur [, 1].

s 0 « 15} 1
O(s) her—1<0 - 0 +

\O\/

e
¢ est strictement décroissante sur [0, (] et strictement croissante sur |3, 1]. ¢(1) étant égal a 0, nécessai-
rement () < 0. La restriction de ¢ a [0, ] réalise une bijection entre [0, 8] et [¢(3), e~*]. Il existe donc
un réel unique « €]0, 5] tel que p(«) = 0. Or p(«r) = 0 équivaut a g(a) = o
Donc il existe un unique o €]0, 1] tel que g() = a. g est continue strictement croissante de [0, o] dans
[e™*, o] C [0, a]. Le segment [0, o] est stable par g. Comme ug = 0, on montre facilement par récurrence
que Vn € N, u,, € [0,a]. La limite de (uy,)nen est donc élément de [0, ). Or on a vu que la limite de
(un)nen est un point fixe de g. Le seul point fixe de g dans ce segment est o, donc la suite (uy,)nen tend
vers «a et par conséquent m = «a. La probabilité d’extinction dans ce cas est strictement inférieur a 1.

(c) Pour A = 1.3 on obtient 7 ~ 0.577.

¥

1. Ve > 1,Inz < x.
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FIGURE 4 - Probabilité d’extinction 7 pour une loi de Poisson.



