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Partie I

1. Pour tout s ∈ [−1, 1] et tout k ∈ N, on a |pksk| ≤ pk. La série
∑
k∈N

pk converge, et sa somme vaut 1.

Le théorème de comparaison des séries à termes positifs nous permet d’affirmer que la série
∑
k∈N

pks
k

converge absolument.

2. (a) Par définition g(0) = p0 ( 00 = 1 ) et g(1) =

∞∑
k=0

pk = 1 ( il s’agit d’une loi de probabilité ).

(b) Si X est une variable de Bernoulli, alors ∀s ∈ R, gX(s) = 1− p+ ps.

(c) On a Y (Ω) = N et ∀k ∈ N, p(Y = k) = e−λ
λk

k!
. D’où, pour tout s ∈ [−1, 1], gY (s) =

∞∑
k=0

e−λ
λk

k!
sk =

e−λeλs = eλ(s−1).

3. Pour tout s ∈ [−1, 1] \ {0}, on a |vk| = |kpksk−1 ≤ 1

|s|
pk|s|k et la série

∑
k∈N∗

pk|s|k converge. Donc
∑
k∈N

vk

converge absolument. La série
∑
k∈N

vk converge absolument pour s = 0.

De même, si s ∈ [−1, 1] \{0} on a |wk| = k(k− 1)pks
k−2 ≤ 1

|s|2
pk|s|k et la série

∑
k∈N∗

pk|s|k converge. Donc∑
k∈N

vk converge absolument. La série
∑
k∈N

vk converge absolument pour s = 0.

4. On a g′(1) =

∞∑
k=0

kpk = E(X) et g′′(1) + g′(1)− g′(1)2 = V (X).

Pour la loi de Bernoulli, on a GX(s) = 1 − p + ps, G′X(s) = p et G′′X(s) = 0. D’où E(X) = p et V (X) =
p− p2 = p(1− p).

5. Soit k ∈ N, on a (Z = k) =
k⋃
i=0

(X = i, Y = k − i) ( réunion disjointe ). D’où :

p(Z = k) =

k∑
i=0

p(X = i, Y = k − i)

=

k∑
i=0

p(X = i)p(Y = k − i) ( X et Y sont indépendantes )
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Donc, pour s ∈ [−1, 1], on obtient :

h(s) =
∞∑
k=0

p(Z = k)sk

=
∞∑
k=0

(
k∑
i=0

p(X = i)p(Y = k − i)

)
sk

=
∞∑
i=0

p(X = i)si
∞∑
k=i

p(Y = k − i)sk−i

=
∞∑
i=0

p(X = i)si
∞∑
l=0

p(Y = l)sl

= f(s)× g(s)

6. Pour n ∈ N∗, on note GZn la fonction génératrice de Zn. Montrons que GZn = gn. En effet, d’après ce qui
précède, la propriété est vraie pour n = 2. Supposons la vraie pour n. On a alors, pour tout s ∈ [−1, 1] :

GZn+1(s) = GZn+Xn+1(s) = GZn(s)× g(s) = gn(s)× g(s) = gn(s).

Et la propriété est vrai pour n+ 1. La propriété est donc vraie pour tout n ∈ N∗.
Si X suit une loi binomiale de paramètres n et p, alors X peut être considérée comme somme de n
variable aléatoires X1, X2, ..., Xn de Bernoulli et indépendantes. D’où, d’après ce qui précède, pour tout
s ∈ R,

g(s) = fn(s) = (1− p+ sp)n.

Partie II

1. (a) Par définition, ∀s ∈ [−1, 1], g(s) =
∞∑
k=0

p(ξ1 = k)sk. Donc |g(s)| ≤
∞∑
k=0

p(ξ1 = k)|s|k ≤
∞∑
k=0

p(ξ1 = k) = 1.

D’où g(s) ∈ [−1, 1].
(b) X1 et ξ1 ont même loi, donc même fonction génératrice. D’où g1 = g.

(c) Notons Sn =
n∑
i=1

ξi. D’après ce qui précède, la fonction génératrice de Sn est gn. On remarque que

Xn+1 =

j∑
i=1

ξi =

Xn∑
i=1

ξi = SXn . Soit maintenant k ∈ Xn+1(Ω), on a :

p(Xn+1 = k) =
∑

j∈Xn(Ω)

p(SXn = k,Xn = j)

=
∑

j∈Xn(Ω)

p (SXn = k/Xn=j) p(Xn = j)

=
∑

j∈Xn(Ω)

p (Sj = k) p(Xn = j)
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D’où

gn+1(s) =

∞∑
k=0

 ∑
j∈Xn(Ω)

p (Sj = k) p(Xn = j)

 sk

=
∞∑

j∈Xn(Ω)

p(Xn = j)

( ∞∑
k=0

p (Sj = k) sk

)

=
∞∑

j∈Xn(Ω)

p(Xn = j)
(
g(s)j

)
= gn(g(s))

= g(n+1)(s)

Donc on peut conclure par le principe de récurrence.
2. •Montrons par récurrence sur nN∗ que E(Xn) = mn. La propriété est vraie pour n = 1 puisque E(X1) =

E(ξ1) = m. Supposons la propriété vraie à l’ordre n. On a :

E(Xn+1) = g′(n+1)(1) = (g ◦ gn)′ (1) = g′(gn(1))× g′n(1) = E(X1)× E(Xn) = mn+1.

D’où, ∀n ∈ N∗, E(Xn) = mn.
• On a V (X1) = σ2. Supposons V (Xn) = σ2mn−1(1 +m+ ...+mn−1) pour n ∈ N∗ et montrons la propriété
pour n+ 1. En effet, on sait que V (Xn+1) = g′′n+1(1) + g′n+1(1)−

(
g′n+1

)2. D’autre part, pour tout t ∈]− 1, 1[,
g′n+1(t) = g′(gn(t))× g′n(t) et

g′′n+1(t) = g′′(gn(t))×
(
g′n(t)

)2
+ g′(gn(t))× g′′n(t)

D’où :

V (Xn+1) = g′′n+1(1) + g′n+1(1)−
(
g′n+1(1)

)2
= g′′(1)×

(
g′n(1)

)2
+ g′(1)× g′′n(1) + g′n+1(1)−

(
g′n+1(1)

)2
=

(
σ2 −m+m2

)
m2n +m(V (Xn)−mn +m2n) +mn+1 −m2(n+1)

=
(
σ2 −m+m2

)
m2n +m

(
σ2mn−1(1 +m+ ...+mn−1)−mn +m2n

)
+mn+1 −m2(n+1)

= σ2mn(1 +m+ ...+mn−1 +mn).

• On a V (Xn) = σ2mn−1m
n − 1

m− 1
. Donc V (Xn) décroit lorsque n croit.

Partie III

1. La série entière
∑
k∈N

pks
k ayant un rayon de convergence supérieur où égal à 1, on a ∀s ∈ [0, 1[, g′(s) =

∞∑
k=1

kpks
k−1 et g′′(s) =

∞∑
k=2

k(k − 1)pks
k−2.

Comme 0 < p0 < 1 (par hypothèse et comme les pk sont des probabilités), on a l’existence de k0 > 0 tel que
pk0 > 0.
Ainsi : ∀s ∈]0, 1[,

g′(s) =

∞∑
k=1

kpks
k−1 ≥ k0pk0s

k0−1 > 0

Donc, par la caractérisation par dérivée, g est strictement croissante sur ]0, 1[.
De même ∀s ∈]0, 1[,

g′′(s) =

∞∑
k=2

k(k − 1)pks
k−2 ≥ k0(k0 − 1)pk0s

k0−2 ≥ 0
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Donc, par la caractérisation par dérivée, g′ est croissante sur ]0, 1[.
Si p0 +p1 = 1, alors (comme les pk sont des probabilités) g(s) = p0 +p1s est affine donc n’est pas strictement
convexe.
Sinon, p0 + p1 < 1, alors il existe k0 > 1 tel que pk0 > 0 ( car les pk sont des probabilités ) et g′′ > 0 ( car
k0 − 1 > 0 ) sur ]0, 1[, d’où la stricte monotonie de g sur ]0, 1[.

2. (a) Soit ϕ(s) = g(s) − s pour s ∈ [0, 1[. On a ϕ′(s) = g′(s) − 1 < g′(1) − 1 = m − 1 < 0. Donc ϕ est
strictement décroissante sur [0, 1[, donc ϕ(s) > ϕ(1) = 0. D’où ∀s ∈ [0, 1[, g(s) > s.

(b) Si m > 1, alors ϕ′(1) = m − 1 > 0 et ϕ′(0) = g(0) − 1 = p0 − 1 < 0. Donc, d’après le théorème des
valeurs intermédiaires, il existe q ∈ [0, 1[ tel que ϕ(q) = 0 ou encore g(q) = q.

(c) L’allure de courbe représentative de la restriction de g sur l’intervalle [0, 1] dans les m < 1, m = 1 et
m > 1.

◦

◦

π

π

pente m > 1

1

0 1

y = x

y = g(x)

FIGURE 1 – Cas m > 1.

◦

pente m = 1

1

0 1

y = x

y = g(x)

FIGURE 2 – Cas m = 1 avec p0 +p1 <
1.

◦

pente m < 1

1

0 1

y = x

y = g(x)

FIGURE 3 – Cas m < 1.

3. Comme Xn = 0 implique Xn+1 = 0, alors la suite des événements (Xn = 0)n∈N∗ est croissante et comme
{ ∃r, r ≥ 1 | Xr = 0 } =

⋃
n∈N∗

(Xn = 0), alors

lim
n→∞

p(Xn = 0) = p

( ⋃
n∈N∗

(Xn = 0)

)
= p ({ ∃r, r ≥ 1 | Xr = 0 }) .

Mais on a aussi ⋃
n∈N∗

(Xn = 0) =
⋃
n∈N∗

 n⋃
p=1

(Xp = 0)


D’où lim

n→∞
p(Xn = 0) = p

 ⋃
n∈N∗

 n⋃
p=1

(Xp = 0)

 = lim
n→∞

n⋃
p=1

(Xp = 0) = lim
n→∞

p { ∃r, 1 ≤ r ≤ n | Xr = 0 }.

4. Par définition gn(0) =
∞∑
n=0

p(Xn = 0)s0 = p(Xn = 0).

5. (a) L’événement Xn = 0 entraîne l’événement Xn+1 = 0, donc un ≤ un+1. La suite (xn) est croissante,
majorée par 1 ( ce sont des probabilités ), donc converge. Or un+1 = gXn+1(0) = gn+1(0) = g(gn(0)) =
g(un).
Lorsque n tend vers +∞, (un) tend vers q l’unique point fixe de g. (un) tend aussi vers q. La fonction
g étant continue en p, (g(un)) tend vers g(q). Or un+1 = g(un), donc par unicité de la limite q = g(q).

(b) Si x ∈]q, 1[, alors u1 = g1(x) = g(x) < x puis par récurrence on montre que la suite (un)n est décrois-
sante. Comme précédemment un tend vers l’unique point fixe q.

(c) Si x = q ou x = 1, alors la suite un est constante.
En conclusion, si m ≤ 1, alors π = 1. Si m > 1, alors π est l’unique point fixe de g sur ]0, 1[.

6. (a) On sait que g(s) = e(t−1) pour tout s ∈ [−1, 1]. Lorsque n tend vers +∞, la suite (un+1)n∈N tend vers q,
(un)n∈N tend aussi vers q. La fonction g étant continue en q, (g(un))n∈N tend vers g(q). Or un+1 = g(gn),
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donc par unicité de la limite q = f(q). Donc, d’après ce qui précède π, limite d’extinction est l’unique
point fixe de g.

π = g(π).

(b) On a m = g′(1) = λ. Donc deux cas sont possibles :
• λ ≤ 1.
Posons, pour tout s ∈ [0, 1], ϕ(s) = g(s)−s. ∀s ∈ [0, 1], ϕ(s) = g(s)−s = eλ(s−1)−s, ϕ′(s) = λeλ(s−1)−1.
∀s ∈ [0, 1[, s− 1 < 0 donc eλ(s−1) < 1, donc λeλ(s−1) < λ ≤ 1 et ϕ′ < 0 sur [0, 1].

s 0 1

ϕ′(s) −

ϕ

e−λ

@
@
@R

0
¯

ϕ est strictement décroissante de [0, 1] sur [0, e−λ]. Le seul zéro de ϕ est 1. Or les zéros de ϕ sont les
point fixes de g, donc nécessairement π = 1. La probabilité d’extinction est donc 1.
• λ > 1.
∀s ∈ [0, 1], ϕ(s) = g(s)− s = eλ(s−1) − s, ϕ′(t) = λeλ(s−1) − 1 et ϕ′′(s) = λ2eλ(s−1) > 0. ϕ′ est continue,
strictement croissante sur [0, 1] dans J = [λe−λ − 1, λ − 1] donc réalise une bijection entre ces deux
intervalles.
On sait que lnλ < λ 1, donc λ < eλ et λe−λ − 1 < 0.
Comme λ − 1 > 0, 0 est élément de J . Il existe donc un unique β ∈]0, 1[ tel que ϕ′(β) = 0. ϕ′ est
négative sur [0, β] et positive sur [β, 1].

s 0 α β 1

ϕ′(s) λe−λ − 1 < 0 − 0 +

ϕ

e−λ HHHj
0
HHHj

��
�
�

0

ϕ est strictement décroissante sur [0, β] et strictement croissante sur [β, 1]. ϕ(1) étant égal à 0, nécessai-
rement ϕ(β) < 0. La restriction de ϕ à [0, β] réalise une bijection entre [0, β] et [ϕ(β), e−λ]. Il existe donc
un réel unique α ∈]0, β[ tel que ϕ(α) = 0. Or ϕ(α) = 0 équivaut à g(α) = α.
Donc il existe un unique α ∈]0, 1[ tel que g(α) = α. g est continue strictement croissante de [0, α] dans
[e−λ, α] ⊂ [0, α]. Le segment [0, α] est stable par g. Comme u0 = 0, on montre facilement par récurrence
que ∀n ∈ N, un ∈ [0, α]. La limite de (un)n∈N est donc élément de [0, α]. Or on a vu que la limite de
(un)n∈N est un point fixe de g. Le seul point fixe de g dans ce segment est α, donc la suite (un)n∈N tend
vers α et par conséquent π = α. La probabilité d’extinction dans ce cas est strictement inférieur à 1.

(c) Pour λ = 1.3 on obtient π ' 0.577.

1. ∀x > 1, lnx < x.
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FIGURE 4 – Probabilité d’extinction π pour une loi de Poisson.

• • • • • • • • ••
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